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DE UNA MATRIZ
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RESUMEN
En la resolucién computacional de sistemas de ecuaciones lineales Ax = b mediante métodos directos,
juega un papel fundamental el llamado namero de condicion de A:

cond(A) = [|A|| [|A™Y]

ya que este determina la precisién alcanzable en la solucion calculada. Con frecuencia se piensa que si
la matriz A es mal acondicionada con respecto a la precisién utilizada, su determinante det(A) es
cercano a 0 y viceversa. En algunos casos la tradicién ha identificado ambas situaciones, sin embargo,
aungue existe relacién, no son equivalentes. En este trabajo se explica como influye el determinante en
el nimero de condicién, y reciprocamente, y a continuacion se detallan sendos contraejemplos que
refutan la falacia expresada anteriormente. Este problema tiene gran importancia dentro de la
Matematica aplicada, ya que generalmente los céalculos se realizan dentro de una aritmética de punto
flotante, con precision finita, lo que puede en determinados casos, producir sorpresas desagradables
en el resultado final.

ABSTRACT
In computational resolution of linear algebraic systems Ax = b by direct methods, the condition number
of A plays an important role:

cond(A) = [|A]l |||
since the attainable precision of the computer solution is determined by it. We might think that if A is ill
conditioned with respect to the used precision, its determinant det(A) is close to 0, and conversely.
Sometimes tradition has considered both situations as equivalent; however this is not true, although
they are relationed. In this paper, the reciprocal influence between determinant and condition number is
explained and examples to disprove this statement are given.

MSC: 65FO5

1. PRELIMINARES

Sea un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, donde A = (a;) es una matriz cuadrada de orden n, de
coeficientes reales e inversible y b € R". Supongamos que este sistema se va a resolver mediante algin
método directo, por ejemplo, el algoritmo de eliminacién de Gauss. Es conocido ([2], [5], ¥ [6]) que la
precisién obtenible mediante tal método depende en gran medida del nUmero de condicion de A:
cond(A) = [|All ||| @)
donde ||C|| indica alguna norma matricial de C. Ademas, sabemos que

1 <cond(A) <«

El nimero de condicion de A, segun [1], puede interpretarse de la siguiente manera:

—minJIA=BII | B es no inversible 2)
cond(A) 1A

es decir, que el reciproco del nimero de condicion de A es igual a la distancia relativa de A a la matriz B no
inversible mas cercana.
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Aqui se ha hablado de cercania a una matriz B no inversible, lo cual nos pudiera hacer pensar que existe
una relacién directa entre det(A) (determinante de A) y cond(A); algunos autores hacen hincapié en esta
relacion. Recordemos (mediante [3]) que:

a_ 1
det(A)

®3)

donde AT es la matriz adjunta de A, o sea A esta formada por los cofactores de los elementos de A. Por lo
tanto, de (1) se tiene que

1

cond(A)=————
| det(A) |

NANIAT| (4)

Por supuesto que det(A) influye inversamente en la magnitud de cond(A), pero hay que tomar en cuenta
también los otros 2 factores ||A|| ¥ ||AT|| cuyas magnitudes dependen no solo de los elementos de A en si,
sino también de las posiciones que ocupen; luego, el problema es en realidad mas complejo.

2. DESARROLLO

Precisemos esto un poco mas: podriamos formularnos las 2 preguntas siguientes:
1)¢ Si |det(A)| es significativamente mayor que 0 entonces cond(A) tiene que ser pequena?
2)¢ Si det(A) es pequefio entonces cond(A) tiene que ser grande?

Mediante ejemplos demostraremos que ambas preguntas se responden negativamente.
1) |det(A)| puede ser significativamente mayor que 0 y cond(A) ser grande.

Tomemos

;
A= Egm 1021}
En nuestro caso,
det(A) = 10%® - 10" ~ 10?®
Algunos autores calculan el "determinante normalizado” de A:
detyom(A) = det(A') (5)

donde A' es el resultado de normalizar cada vector fila de A; por lo tanto, si A'= A'= (af-)nxn, entonces

1]

\ a::
1

H (aij ),-zl...yn = m?x la |

o0

Aqui hemos tomado la || ||  por facilidad, y es la que utilizaremos preferiblemente en este articulo.

Aplicando esta definicion en (5) obtenemos que
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det(A)

det A)= 6

norm( ) f]_fz . ‘fn ( )
Supongamos ahora que n =2,y que

sg(ai1az2) = sg(azai) (7)

0 sea, que los productos de los elementos de ambas diagnonales tengan el mismo signo. En particular, se
cumple (7) si todos los elementos de A tienen el mismo signo. Entonces:

|[det(A)| = |a11822 - @z1812] < Max {|a182|, |a21812|} = max {|aia| |8z, 1821 |asz|} < fifs

Por lo que, si se cumple (7):
|det(A)| < f,f, (8)
y en este caso a partir de (6) y de (8), se obtiene que:

|det(A)| _fifp _ 4

det A)|= <
| norm( )l f1f2 f1f2

9)
Cuando det,m(A) es mucho menor que 1, algunos autores afirman por definicion que A es mal

acondicionada.

Veamos qué sucede en nuestro ejemplo. Aplicando (6) se obtiene que

1028

=1
107 .10

detnorm (A) =

gue de acuerdo con (9) es el mayor valor posible para n = 2. Por lo tanto, aln en la variante normalizada, el
determinante es grande; entonces para cualquier variante A no deberia presentar ningin problema de mal
acondicionamiento.
Sin embargo, calculemos ahora cond(A). Primeramente, utilizaremos la || ||, teniendo en cuenta que para
matrices C = (Cij)nxn: (segln [4]).
n
ICllse = max ) I c; | (10)
j=1

entonces de (3):

.
AL 1 { Az —3-21} 1 {azz _a12j| (11)

~ det(A) —a;, ay] det(A)|-ay Ay

De (4), (10) y (11):
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cond(A) = max {|aw| + |az2l, |az1] + |azl} - max {|ay] + [azil, 12| + [@zal} (12)

_1
| det(A) |
por lo que en nuestro ejemplo

1
cond(A) ~ 10 o7 10** = 10*

Més abajo analizaremos la significacién de este niUmero, pero primero recordemos lo siguiente:

Sea u la unidad de redondeo en la aritmética de punto flotante con que se realizan los calculos. Si en dicha
aritmética la base es B y la precision es t, entonces ([1])

u=1pt si el redondeo es simétrico
u=p si el redondeo es truncado.

Por ejemplo, si en una computadora trabajamos con simple precisién, u es del orden de 107, y si es en
doble precisién u es del orden de 10™.

Decir que el numero de condicién de A es pequefio o grande es por supuesto relativo; de aqui que cobre
mucha mayor importancia la definicion de matriz mal acondicionada con respecto a la precisién utilizada,
es decir, cuando cond(A) es del orden de u™ De acuerdo con esto, la matriz A del ejemplo es mal
acondicionada (trabajando con la || ||..), inclusive con doble precision.

Vamos ahora a generalizar el resultado anterior para cualquier norma matricial; para ello utilizaremos el

radio espectral de la matriz:

p(C) = max {[n(C)I} (13)

es decir el maximo entre los médulos de los valores propios de C. Es sabido ademas que

p(C) £ ||C]|, para cualquier || || (14)
De (1) y (14) se obtiene que:

p(A) p(A™) < |IA]| [|A"]] = cond(A) (15)

Calculemos p(A) p(A™) para la A del ejemplo:

107-2 1

det(A — Al) = det
( ) Lol“ 10% -

} =22 - (102 +10")A +10% 10 =0

El mayor |A;| es aproximadamente igual a 10%, por lo que
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p(A) ~ 10% (16)
Por otra parte, con respecto a A, sustituyendo en (11):

107 -% -108

12 -7 -21 -28 42
10-14 1023, =2 -0 +107"H)A+10"° -107" =0

det(A™ - Al) = det

El mayor |A| es aproximadamente igual a 107, por lo que

p(A") ~ 107 17)
Sustituyendo (16) y (17) en (15) se obtiene que

cond(A) > 10t - 107 = 10",

independientemente de la norma matricial utilizada.

Conclusién 1: Para cualquier norma la matriz del ejemplo tiene un ndmero de condicién grande, inclusive si
trabajamos con doble precision, a pesar de que el determinante es grande.
Pasemos ahora a responder la pregunta 2:

2) det(A) puede ser pequefio y cond(A) no ser grande.

En este caso trabajaremos con una aritmérica flotante de 14 digitos decimales (doble precisién), y la matriz

1077 1077 1
A=| 1007 2.107 1
2.100" 1077 1

det(A) =detom(A) ~ - 107, (18)

cuyo médulo es un niumero pequefio, tanto desde el punto de vista absoluto como relativo a los datos, ya
que es 10" veces inferior al menor de los coeficientes. Inclusive en nuestro ejemplo det(A) es el orden de la
unidad de redondeo u de la aritmética flotante. De (10):

l|A|l_ = 1.0000003 (19)

Por otra parte
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1077 0 -107
A= 1077 -107 0
-3.10%* 10 10

Entonces, por (3), aplicando ademas (10) y (18):
IlA™Y, =10". 2107 = 2.10’

Sustituyendo el resultado anterior y (19) en (1) se tiene finalmente que
cond(A) ~ 2-10’

De acuerdo con la definicion, esta matriz no es mal acondicionada con respecto a la precision utilizada,
pues cond(A) es mucho menor que 10™. Si nuestra precisién fuera de 7 cifras, entonces sf lo serfa.

Conclusion 2: El determinante de una matriz puede ser relativamente pequefio, pero esta no ser mal
acondicionada con respecto a la precision utilizada.

Resumiendo en general, podemos decir que de acuerdo con (4), existe una relaciéon entre numero de
condicién y determinante de una matriz, pero que el hecho de que este Ultimo sea relativamente pequefio no
implica que la matriz sea mal acondicionada con respecto a la precision utilizada, y viceversa.

Faltaria analizar ahora qué problemas computacionales se presentan al resolver sistemas lineales mal

acondicionados y sistemas con matrices cuyos determinantes sean pequefios. Esto podria ser objetivo de un
trabajo futuro.
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